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摘要 : 通过构造合适的变换，推导了理想流体中描述单个球形气泡周期脉动的 Rayleigh-Plesset 方程的一个新的参数

解析解。通过与前人结果和数值解的对比，证明了该参数解析解的有效性。作为该参数解析解的直接应用，给出了脉

动周期的解析表达式。最后，结合具体初值条件分析和讨论了气泡的运动规律。
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0   引言

气泡广泛存在于工程应用中，比如船舶螺旋桨气

泡、高压气枪气泡、破冰气泡和水下爆炸气泡等 [1-4]。

在球形气泡动力学方面，人们根据气泡所处物理环

境的不同，先后建立了诸多微分方程模型，比如

Rayleigh-Plesset（RP）方程 [5]、Keller-Miksis（KM）

方程 [6] 等。为了深入研究气泡的动力学特性和运动

规律，对气泡动力学方程进行求解是至关重要的。实

际上，研究人员已经开发了多种非线性解析方法（包

括近似解析方法）对气泡方程进行了求解，比如多尺

度方法 [7]、同伦分析方法 [8]、分段微分变换法 [9] 和参

数解析解方法 [10-12] 等。

本文考虑如下理想流体中描述单个球形气泡周

期脉动的 RP 方程 [10]

	                      (1)

式中：R 表示气泡半径，T 表示时间，P 表示流

体密度，P0 表示泡内不可凝结气体初始分压，R0 表

示气泡初始半径， 表示绝热（多方）指数，P 表示

远场压力。

本文的主要目的是通过构造合适的变换给出 RP

方程 (1) 在  时的一个新的参数解析解。本文

结构如下：首先，给出 RP 方程 (1) 的无量纲形式；

其次，通过引入合适的变换，将气泡方程转化为一个

椭圆函数方程，进而应用 Weierstrass 椭圆函数构造

气泡方程在 时的一个新的参数解析解，并给

出脉动周期的解析表达式；接着，分析和讨论气泡脉

动的参数解析解和周期解析表达式；最后，给出本文

的结论。

1   无量纲控制方程

引入无量纲变量 ， [10]，方程 (1)

变为

                                        (2)  
	  	

式中： ， （气泡脉动的

固有频率）。  

2   参数解析解

考虑 的情形，将方程 (2) 两端乘以 并

积分，则

	
                                  (3)

 	
式中：  为常数，它可以由初值条件确定。比

如考虑初值条件
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                         	                 (4)

此时  。

不难发现方程 (3) 的右侧出现了负幂次项。为了

消除该负幂次项并建立方程 (3) 与椭圆函数方程的联

系，本文借助如下变换

	                   	                 (5)

式中：  和  表示新的变量，  和  是待确定的

常数。此时首次积分方程转化为

	  

                  (6)

	

在文献 [10] 中，作者选择  构

造了方程 (2) 在  时的参数解析解。本文发现，

除了上述选择外，还可以选择 。在

该取值下，方程 (6) 变为

	  
                                            (7)
	
实际上，方程 (7) 的解可以用 Weierstrass 椭圆函

数  表示为

	  
                       (8)
	
式中： 为常数，同样可由初值条件确定。更多

关于椭圆函数的内容，可参考文献 [10-12]。结合变

换 (5)，则可得无量纲 RP 方程 (2) 在  时的关

于参数的解析解

	  	

                                                                                (9)

    

式中： 为积分变量。式 (9) 即是本文获得的新

的参数解析解。

3   脉动周期解析表达式

作为参数解析解 (9) 的一个直接应用，下面将给

出气泡脉动周期的解析表达式。

由 参 数 解 析 解 (9) 中 的 第 一 个 式 子 可 知 气 泡

半径 是关于参数 的周期函数，且周期为对应的

Weierstrass 椭圆函数的周期。实际上，对于椭圆函数

，其周期为

                

或

                  

式中： 和  是方程  的三个根。

不防设参数解析解 (9) 中的 Weierstrass 椭圆函数的周

期为  ，则

	  

	                  (10) 

最后，结合参数解析解 (9) 中的第二个式子可知

气泡半径 （对时间 ）的脉动周期的解析表达式为

 	

       (11)

4   分析与讨论

本小节将对参数解析解 (9) 和脉动周期解析表达

式 (11) 进行分析，并借此讨论气泡的动力学特性和

运动规律。

首先验证参数解析解 (9) 的有效性。在文献 [10]

中，作者给出了无量纲 RP 方程 (2) 在  时的如

下形式解析解

	

             (12)        

 	

式中：

                            

若考虑初值条件 (4)，并选择 ，则 ，此时
参数解析解 (9) 和 (12) 变为

            (13)

	  	
和

	  

 (14)

这里，  表示远场压力和泡内不可凝结气体

初始分压之比为 2∶1。同理，若考虑初值条件 (4)，

并选择 ，则 ，此时参数解析解 (9) 和 (12)
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变为

                                                                                (15)

        
和

	  	
                                                                                (16)

下面借助解析表达式 (10) 和 (11) 讨论气泡的脉动

周期。同样考虑初值条件 (4)，并选择 和

此 时 易 得 方 程 (13) 和 (15) 中 Weierstrass 椭 圆 函 数

的 周 期 为 和 ， 进 而 借

助 表 达 式 (11) 可 得 气 泡 脉 动 周 期 和

。

图 1—图 3 根据参数解析解 (13) 和 (14) 分别绘制

了对应的 曲线、 曲线和 曲线。通过图 3 参

数解析解 (13) 和 (14) 以及数值解的对比，不难发现三

者吻合良好，这说明本文获得的参数解析解 (9) 和 (13)

是有效的。图 4 绘制了参数解析解 (15) 和 (16) 及其与

数值解的对比图像，这也说明了参数解析解 (9) 和 (15)

的有效性。另外，通过图 3 和图 4 的对比可知，

是气泡半径在 时的最大值，从初始时刻开始先做

压缩运动，而气泡半径 却是 时的最小值，

即从初始时刻开始先做生长运动。

图 1   本文参数解析解 (13)【实线】和文献 [10] 参数解

析解 (14)【点线】中的  曲线对比

图 2   本文参数解析解 (13)【实线】和文献 [10] 参数解

析解 (14)【点线】中的  曲线对比

另外，根据获得的参数解析解还可以模拟气泡脉

动速度的演化情况。图 5 给出了参数解析解 (13) 对应

的速度演化曲线。不难发现，气泡脉动速度呈现周期

变化，气泡半径达到最大 / 最小值时，脉动速度为零。

图 3   本文参数解析解 (13)【实线】、文献 [10] 参数解

析解 (14)【点线】和数值解【实心正方形】图像对比

图 4   本文参数解析解 (15)【实线】、文献 [10] 参数解

析解 (16)【点线】和数值解【实心正方形】图像对比

图 5   图 3 对应的气泡脉动速度演化曲线

5   结语

本文研究了理想流体中单个球形气泡周期脉动的

RP 方程。通过构造合适的变换，得到了 RP 方程的一

个新的参数解析解。该解析解是由 Weierstrass 椭圆函

数表示的。通过该解析解，构造了气泡脉动周期的解

析表达式。结果表明，当远场压力和泡内不可凝结气
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体初始分压之比大于 1 时，初始半径（脉动速度为 0

时）为最大半径，气泡从初始时刻先做压缩运动；

当远场压力和泡内不可凝结气体初始分压之比小于 1

时，初始半径（脉动速度为 0 时）为最小半径，气泡

从初始时刻先做生长运动。
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Abstract:  By establishing appropriate transformations, a new parametric analytical solution of the 
Rayleigh-Plesset equation for the periodic pulsation of a single spherical bubble in an ideal fluid is derived . By 
comparing with the previous one and numerical solution, the effectiveness of the new 

parametric analytical solution is demonstrated. As a direct application of the analytical solution, an 
analytical expression for the pulsation period is provided. Finally, the above analytical results are analyzed and 
discussed in conjunction with specific initial conditions.

 Key words: bubble；Rayleigh-Plesset equation；transformation；parametric analytical 
solution；period                                           
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